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Prodlogo

El objetivo principal de este trabajo es el de proporcionar un médulo guia,
a partir del cual los estudiantes de Ingenieria de Sistemas de la Universidad
de Cérdoba adquieran conocimientos basicos del Algebra Lineal.

Lo especial de este médulo es que en él se realiza un estudio del Algebra Lineal
con un énfasis en Teoria de Matrices. Esto se hace porque las Matrices son
los entes matematicos mas ttiles para los que se dedican al estudio de las
Ciencias Computacionales.

En este trabajo se realiza un estudio de los méas importantes temas que com-
ponen normalmente un primer curso de Algebra Lineal. Estos temas son:
Sistemas de Ecuaciones Lineales, Matrices, Espacios Vectoriales, Transfor-
maciones Lineales, Ortogonalidad y Valores y vectores Propios.

Ricardo Miguel Guzman Navarro.

Mayo 22 de 2006.
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Capitulo 1

Sistemas de ecuaciones lineales
(S.E.L)

El propdsito de este capitulo es dar al lector informacion basica acerca de los
sistemas de ecuaciones lineales y ensenarle el método habitual para resolver-
los.

1.1. Sistemas de ecuaciones lineales

En esta seccion presentaremos: los componentes esenciales, algunas clasifica-
ciones y varios de los mas importantes resultados de los sistemas de ecuacio-
nes lineales.

Notacion - Definiciones. El simbolo R de notard al conjunto de los niume-
ros reales. Los elementos de R son llamados escalares. R" representard al
conjunto

3]
ca; € R para todo 1 =1,....,n

Qn

El elemento
a1

G,
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de R™ se puede denotar de manera compacta por |a;] € R™.

ai
El producto de un elemento a € R por un elemento | : | de R™ se define
an
como
aq aaq
a =1 : | eR"
an, aay,
donde aa;, para © = 1, ..., n, es el producto usual en R. La suma de dos
elementos
aq b1
Y
an, b,
de R™ se define como
ax by a, + by
A el R : 5
an, b, an + by,

donde la suma a; + b; es la suma usual en R.

Definiciones. una ecuacion es una igualdad con una o mds incognitas.
Una ecuacion lineal en R con n variables tiene la forma

a121 + aoxy + -+ -+ + apx, = b,

donde aq, as, ..., a,, b estan en R. Se considera que las variables sélo pueden
tomar valores en R. Una solucidén de una ecuacion lineal

a1, + agTy + -+ + ap, = b,
donde ay,as, ...,a,,b € R, es una n—tupla ordenada

1
c R"”

Cn

tal que ajcy + asco + -+ - + ayc, = b.
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Ejemplo. La ecuacion lineal

3$1+4$2—3l’3—$4: —1 (11)

2
. 1 . . .
tiene a 5| como una solucién. Aun més, todo elemento de R* de la forma
5

t

s

w
3t+4s—3w+1

con t,s,w € R es solucién de (1.1). ¢

Definicién. Un sistema de ecuaciones lineales con m ecuaciones y n
incognitas, es una expresion de la forma

a11T1 + Q129 + + -+ + A1pTy = bl
A21T1 + A22%9 + *++ + Ao2pTh = b2
(1.2)
U1 %1+ AmaZe + -+ + AT = by,
donde a;;,b; € R para i = 1,....m y j = 1,...,n. Los a;; se denominan
coeficientes y los b; términos independientes. Una solucién de (1.2)
C1
es un elemento c = | : | € R" tal que
Cn
a11C1 + A12C2 + * * * + A1pCp = bl
a21C1 + A92Co + * * * + A2, Cpy = b2
Am1C1 + QpmaCo + - -+ AppCp = bm

FEs decir, ¢ es solucion de cada ecuacion del sistema. El sistema (1.2) es
homogéneo si by =---=b, =0.
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Ejemplo. Una solucién del sistema de ecuaciones lineales

2r1 + 3xy — 23 = 1
3%1 + 2I2 + 21’3 =
4r;y + 4dx9 — 3x3 = 2

Nej

es |[1], ya que

2(1) + 3(1) — 202) = 1
31) + 2(1) + 22) = 9.0
A1) + 4(1) - 3(2) = 2

Definicién. Un sistema de ecuaciones lineales es consistente si tiene al
menos una solucion.

Es necesario anotar que todo sistema homogéneo de ecuaciones lineales es
consistente, ya que este tipo de sistemas tiene siempre la solucion trivial,
es decir, la solucion

0

Definicién. Dos sistemas de ecuaciones lineales consistentes son equiva-
lentes, st tienen exactamente las mismas soluciones.

Las propiedades de la igualdad permiten realizar algunas operaciones a las
ecuaciones de un sistema para obtener sistemas equivalentes.

Definicién. Las operaciones elementales de las ecuaciones de un sis-
tema de ecaciones lineales son de los siguientes tres tipos: (E; representa
la i—ésima ecuacion del sistema.)

Tipo 1. Intercambio de dos ecuaciones del sistema: F; «— Ej.

Tipo 2. Multiplicar una ecuacion por un escalar no cero: cE; — FE;.
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Tipo 3. Adicionar a una ecuacion un miltipliplo de otra: E; — cE; + E;.

Ejemplos.
21’1 -+ 31’2 — 233'3 1 21‘1 —+ 3.1'2 — 2%3 =1
31’1 + 2.’132 + 2133 = 1 E2 > E3 4I1 + 4.7}2 — 3133 = 2 s
4]31 + 41’2 — 3.173 = 2 31‘1 + 21’2 + 21’3 =1
2ZE1 + 3ZL‘2 — 2£L‘3 = 1 6ZE1 + 9!L‘2 — 6£L'3 = 3
31‘1 + 2£E2 + 2.T3 =1 E1 — 3E1 31’1 + 2£E2 + 21’3 =1 s
4CC1 + 4%2 — 3£l'3 = 2 4%1 + 4372 — 31’3 = 2
21’1 + 31’2 — 2ZE3 = 1 21‘1 + 31‘2 — 21’3 =1
3ZL‘1 + 21‘2 —I— 2[L‘3 = 1 E3 e —2E1 + E3 31’1 + 21’2 + 21’3 = ]_ .
41 +4x9 — 33 = 2 2254+ 3 = 0

1.2. Solucion de S.E.L

En esta seccién daremos ideas suficientes para resolver cualquier sistema de
ecuaciones lineales.

Teorema 1.1. Si un sistema de ecuaciones lineales se obtiene a partir de
otro por medio de un numero finito de operaciones elementales, entonces los
dos sistemas son equivalentes.

Demostracion. Ejercicio. ¢

En lugar de resolver un sistema de ecuaciones lineales, podemos resolver
cualquier sistema equivalente; ninguna solucién se pierde y ninguna solucién
nueva aparece. Esta idea tan simple es la que permite resolver de manera sen-
cilla sistemas de ecuaciones lineales. Dado un sistema de ecuaciones lineales
cuya solucion se busca, lo transformamos realizando operaciones elementales,
de manera inteligente, en un sistema equivalente mas simple que podamos
resolver con facilidad.
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Ejemplo. Resolvamos el sistema

201 + T + x3 = 1
r1 + 39 — 3x3 = )
x| + 21‘2 -+ 4%3 = 3

En efecto,
201 + 1y + xy = 1
r1 + 3.1'2 — 31’3 =
r + 2272 + 45(]3 = 3
T + ?)ZL'Q — 3£L‘3 = 2
El — E2 21‘1 + To + r3 = 1
xry + 2.1'2 + 41’5 = 3
E2 N —2E1 + Eg rp + 3.7)2 — 31’3 = 2
Fe —s _E + E - 5[E2 + 7(133 = -3
3 ! 3 — To + 7ZL‘3 = 1
r1 + 3%2 — 31’3 =
Ey «—— FEj3 — To + Txz = 1
- 5ZE2 + 71’3 = =3
ry + 3$2 - 3273 = 2
E3 — —5E2 + E3 — To + 7$3 = 1.

— 28%3 = =8

2 2
Entonces z3 = - T2= Trs—1= 7(?) —1=1 'y

Ty =-3xa+3x3+2=-3(1)+3(2)+2=—=.
Asi, la solucién del sistema es

17
1.0
2/7



1.2. SOLUCION DE S.E.L 7

Ejemplo. Resolvamos el sistema

—T1 + 2372 + 033'3 = O
2231 + OLUQ + 45[53 =0
2ZE1 -+ 21’2 + 6173 =0
3ZE1 + T + 7?[73 = O
rT — i) + r3 = 0
En efecto,
( —r1 + 21‘2 + 0]33 = 0
2?[71 + OIL‘Q + 4£L'3 = 0
21’1 + 2$2 + 6ZE3 =0
3.’13'1 + T + 71’3 =0
L rKT — T + r3 = 0
( — 2 0 =0
By — 2B, + B, Tt o 1 P
E 9B, + E 2 3
3T s 6z, + 6z3 = 0
By — 35+ By Twy + Txz = 0
E E,+FE N
5 b1t b . T2 + I3 = 0
(—z1 4+ 212 4+ Oz3 = 0
To + Ty = 0
Ey — 1E, 6z + 6r3 = 0
7ZE2 + 7$3 =0
. To + Tr3 = 0
-1 + 2332 + 0%3 =0
E3 E— —6E2 + E3 T2 + r3 = 0
E4 e —7E2 + E4 0 = 0.
Es — —FEy + Ej 0 =0
0 =0
Luego, r3 = x3, 19 = —x3 y o1 = 2x9 = —2x3. Asi, la soluciéon del sistema es
—21'3 —2
—X3 s €R P =< a3 | —1 3 €ER .0

T3 1
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Ejemplo. Resolvamos el sistema

rn + 22 + 23 + x4 + w5 + w3 = 1
—T1 — Iy -+ I3 — 31’4 + 01’5 - 4]36 = 1.
1 + X9 + 3ZL‘3 — T4 + 33[75 — 31‘6 = 5
En efecto,
ry + X2 + r3 + Ty + Trs + T
—T1 — Iy -+ I3 — 35(74 + 01’5 - 41‘6
1 + X9 + 3!173 — Ty + 3.1’5 — 3{23'6
By — Er+ By nreT 2o, i o, i . ’ 3o,
. 3 - 4 5 6
E3 — El t E2 2[)’23 — 21’4 + 25(]5 — 4[)’26
Ty + X2 + X3 + T4 + Tz + g
E3 — _E2 + E3 21’3 — 2.1'4 + x5 — 3336
Is — Te
De donde, x5 = xg, 15 = x5 + 2, x4 = X4,
2ry — x5+ 326 +2 214 — (w6 + 2) + 376 + 2
Ty = 5 = 5 = T4 + g,

Ty =172y
$1:—x2—l’3—$4—x5—$6+1
:—xQ—(x4+a:6)—x4—(x6+2)—xﬁ—i—l

Luego la solucién del sistema es
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( -—$2—2$4—3l’6—1-

T2
T4+ Tg
Ty
Tg -+ 2
Te

+ x4 + xg S X9, Xy, g € R H .

— = O = O W

OO OO =
OO~ K~ O N
o OO O

Para hallar una solucion particular del sistema tenemos que dar valores es-
pecificos a x5, x4 y xg. Por ejemplo, si x93 = 1, x4 = —1 y 2¢ = 2, tenemos
entonces que

+2

__= 0 = O W

SO O OO -
I
—_

OO R = O N

[N eelell S o

es una de las infinitas soluciones del sistema. ¢

Ejemplo. Resolvamos el sistema

ry — To — 5333 =0
21’1 + 2%2 - 21’3 =
31’1 + 4ZL‘2 - r3 = 1

—_
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En efecto,
rT — o — 5?[73 = 0
2$1 + 2113'2 — 21’3 =1
3.1'1 —+ 4[[’2 — rs = 1
E2 — —2E1 + E2 o T2 51’3 =0
E N —3E —I—E 43[72 + 8?[73 = 1
3 L Tre + ldzg = 1
rKT — Ty — 51’3 =
E3—>(—7/4)E2+E3 4.1‘2 + 8273 = .
0 = —3/4

La tercera igualdad anterior es contradictoria, esto implica que el sistema

que deseamos resolver no tiene solucién. ¢

1.3. Ejercicios

1. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales:

3[E1 + 2£L‘2 — 2?[73 + 5[E4 = 1
2$1 — 41’2 — 31’3 =0
2331 + 61’2 = 3
4271 = 8
rT — 4.1'2 + 5$3 — 71’4 = 7
To + 223 + 3xy = 2
3.1‘3 - 3274 = 4
51’4 = 2
2. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales:
% 4+ x4+ my = —1 3r1 + 29 + x5
—r1 + T9 + 3133
Ty + 3.732 + T3 = 1,
2[E1 + T2 + 5(133 = 3 2.T1 + 3x2 + 3
0171 + 3ZE2 + 01‘3

41‘4
2%4
Oxy
224
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3. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales:

T — To = 1
2l‘1 + 2[132 == 6 51’1 + 2£L'2 + 21’3 + T4 21’5 3[136 =
3r; — 3x = 6, r1 + 39 + x3 4+ Oy 25 36 =
4y — 3x9 = 5 rT1 + 229 4+ 4x3 + x4 x5 4dxg =
5!151 + 0132 = 10

4. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales:

2.’131 + To + 033’3 = 2

Ty + 229 — a3 = 0
—21’1 + 0.772 + 2I3 = 3’

3[L’1 + 2[L’2 + r3 = 4

3r1 + x9 4+ Txs + 31y + 225 = 1
ry + 4y — bdrs — 10y — 3x5 =
201 + 2x9 + 223 — 224 + Oz = 5

|
DO

5. Un sistema de n ecuaciones lineales y n incégnitas de la forma

anry + apry + -+ apr, = b
99T + -+ Aonly, — bg

. b

Apndn = bn

donde no todos los a;; son cero, es llamado triangular superior. Construya
un algoritmo que calcule la solucién unica de este tipo de sistemas.

6. Considere el sistema

207, — xy + 313 = a
3x1 + x93 — bxs = b.
—5r1 — dx9 + 2lz3 = ¢

Encuentre condiciones sobre a,b y ¢ para que el sistema sea consistente.

o O O
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7. Considere el sistema

201 + 39 — x3 = a
ry — T2 T+ 31’3 = b.
3r1 + Tzeg — dx3 = ¢

Encuentre condiciones sobre a,b y ¢ para que el sistema sea inconsistente.

8. Considere el sistema

2561 — 3%2 + 55(?3 =0
—T1 + 71’2 — xT3 = 0.
41’1 — 111‘2 + kag =0

., para qué valor de k, el sistema tendra soluciones no triviales ?



Capitulo 2

Matrices

El objetivo de este capitulo es el de estudiar las propiedades bésicas de las
principales operaciones algebraicas realizadas con matrices.

2.1. Matrices

Las matrices son una herramienta fundamental para la sistematizacién de
algunos calculos laboriosos y almacenamiento de datos. Ademas, facilitan la
modelacién de fenémenos complicados existentes en matematicas y en otras
areas del conocimiento.

Definicién. Una Matriz m x n con componentes en R, es un arreglo rec-
tangular ordenado de la forma

11 Q12 - Qip
Q21 Q22 - A2y

N e (2.1)
Am1 Am2 - Amn

donde a;; ERparai=1,...myj=1,...,n. Lafila i de A es
A= lag - ap

y la columna j de A es
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La componente i,j de A es el elemento de R que se encuentra en la in-
terseccion de la fila i con la columna j de A. La componente i,j de A se
denotard por a;; o por A;;. El tamano de A es m X n y el conjunto de
todas las matrices m X n con componentes en R se denotard por R™*™. La
expresion (2.1) se puede compactar como A = [a;;] € R™". Si A € R™",
se dice que A es una matriz cuadrada de orden n.

Ejemplo. Una matriz general 2 x 4 es

A — a11 Q12 Az Aaig
Q21 dAg22 Q23 A4

Ejemplo. Si
1 -1 2
0 5 6
A= -3 4 =2
5 =5 8

entonces, el tamano de A es 4 x 3, la componente 2,3 de A es Ay 3 =6, la
fila 3 de A es As, = [ -3 4 =2 } y la columna 2 de A es

Definicién. Dos matrices A,B € R™" son iguales si A;; = B;; para toda
1=1,..myj=1..n.
2.2. Suma de matrices

Definicién. Si A, B € R™*"  definimos la suma de A y B como la matriz
A + B € R™" tal que

(A+B); = Ay + By

para toda i =1,....my j=1,...,n.
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Ejemplo.
1 —4 1 3 2 -1
0O 4|+ -54|=|-5 8 O
2 3 1 6 3 9

Teorema 2.1. Sean A, B,C € R™*". Entonces
1.(A+B)+C=A+(B+C).

2. A+B=B+A.

3. Eriste una unica matriz 0 € R™™ tal que A+0 = A para toda A € R™ ™.

4. Para cada matriz A € R™ "™ existe una unica matriz —A € R"™" tal que
A+(-A)=0.

Demostracion. Ejercicio. ¢

2.3. Producto por escalar

Definicién. 5@ A € R™*" y c € R, definimos el producto de ¢ por A como
la matriz cA € R™ " tal que

(CA)ij = CAij

para toda i =1,....m y j = 1,...,n. Este producto se conoce como producto
por escalar.

Ejemplo.
0 3 2 0 9 6
3112 5 6|=1|3/2 15 18 .90
6 -3 8 18 =9 24

Teorema 2.2. Sean A,B € R™*" y a,b € R. Entonces

1. (ab)A = a(bA).
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2. a(A+ B) =aA +aB.

3. (a+b)A =aA + bA.

/1A = A.

5. (1A = —A.

6. 0A = 0.

7. a0 = 0.

Demostracion. Ejercicio. ¢

Ejemplo. Si
1 2 0 0 11
A=|-10|,B=|11]|,C=|11/[¢cR>?
-3 1 2 2 11
entonces
[ 3 6] 00 -1 -1
SA+2B-C=| -3 0| +|2 2|+4+]| -1 -1
| -9 3] 4 4 -1 -1
P
=1 -2 11.90
__6 6_
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2.4. Producto de matrices

2.4.1. Producto de matrices

Definicién. Sean A = [a;;] € R™*" y B = [b;;] € R™*?. Se define el producto
de A y By como

Q15
AiB,; = [ag - i) : = apay + -+ Ay € R
Q5
Ejemplo. Si
-2 3 4 1
A:{igg}yB: 510 31,
75 2 =2
entonces
1
AxBu=[45 6] 3|=@D)+G)B)+(6)(-2)=T90
-2

Definicién. Sean A = [a;;] € R™*" y B = [b;;] € R™*?. Se define el producto
de A y B como la matriz AB € R"™*? tal que

(AB)W = AZ*B*J = aﬂblj + 4 ambnj.

Ejemplo.
4 2 0 —1 _é _(2) 4 —11
231 1 == 10 0.0
2 53 6 o 3 16 17

Notese que para que el producto AB tenga sentido se requiere que el nimero
de columnas de A sea igual al niimero de filas de B. En el evento en que esta
condicién no se de, el producto de A por B no se puede realizar.
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Respecto a la conmutatividad del producto de matrices podemos decir un
par de cosas: primero, si AB esta definido y el nimero de filas de A es igual
al nimero de columnas de B, entonces BA también esta definido, pero si
el nimero de filas de A es distinto del nimero columnas de A se tiene que
AB y BA tienen tamanos distintos y por tanto nunca podran ser iguales.
Segundo, si AB y BA estan definidos y son del mismo tamao, esto no es
suficiente para concluir que AB = BA. Ejemplo,

1217231 748 17 12
-1 13|[203| = [305|#[84 5
2 01][111 |5 7 3| 2 3 5
(2311 121
= |20 11 3
111 201

Si A = [a;;] € R™" y B = [b;;] € R"*? tenemos:
Az*B == ailBl* + -+ aian*y
AB*]’ = A*lblj + -4+ A*nbnjv
AB=[AB., --- AB,)],

A.B
AB=|
A..B

AB = A*IB*l + A*ZB*Q +-+ A*nB*n
La demostracion y ejemplificacion de estas propiedades se deja como ejercicio.

Teorema 2.3. Sean A € R™*" y B, C € R"*P. Entonces

AB+C)=AB+ AC.
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Demostracién.

= (AB);; + (AC);; = (AB+ AC);;. ¢

Teorema 2.4. Sean A, B € R™*" y C € R"*P. Entonces

(A +B)C = AC + BC.

Demostracion. Ejercicio. ¢

Teorema 2.5. Sean A € R™*" B € R"*? y C € RP*4. Entonces

A(BC) = (AB)C.

Demostracién.

= (AB)..C.; = (AB)C);;. ¢

Definicién. La matriz 1,, de R™*" tal que
_f 1sii=y
a““‘{o&z#y

es llamada matriz identidad. El simbolo e; se usard exclusivamente para
representar a la columna 1 de 1,.

Teorema 2.6. Sea A € R™*"™. Entonces

Al, =A e I,A =A.

Demostracion. Ejercicio. ¢
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Teorema 2.7. Sea A € R™*". Entonces

A(In)*] - A*j € (Im)z*A = Az*

Demostracién. Ejercicio. ¢

Para una matriz A € R™*" se definen las potencias enteras no negativas de
A como:
0
A" =1,

y para k entero positivo
AF = AA.---A.
—_—

k veces

La ley asociativa garantiza que no hay diferencia en el resultado cuando
agrupamos de diferentes maneras por potencias en un producto de la forma
AA ---A. Por ejemplo,

A% = AAAAA = AA* = A'A = A%A3 = A3A2,

Asi, las leyes usuales de los exponentes son ciertas. Es decir, para enteros no
negativos r y s

AT‘AS — AT‘+8 y (AT‘)S — A’I"S.

Teorema 2.8. El producto realizable, en cualquier orden, de una matriz por
una matriz nula es una matriz nula.

Demostracion. Ejercicio. ¢

A diferencia de la multiplicacién en R, donde la multiplicacién de dos es-
calares no nulos da como resultado un escalar no nulo, en el contexto del
producto de matrices puede ocurrir que el producto de dos matrices no nulas
sea una matriz nula. Por ejemplo,

3 -1 2 3 6 -9 0 00
-6 2 —4 1 2 3|1=10200
-3 1 =2 -4 -8 12 000
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2.4.2. Operaciones elementales de fila y producto de
matrices

Definicién. Sean A € R™*" y ¢ € R. Las operaciones elementales de
filas son:

Tipo 1. Intercambio de dos filas: F; «— F}.

Tipo 2. Multiplicar una fila por un nimero no cero: F; — cFj.
Tipo 3. Sumar a una fila un multiplo de otra: F; — F; + cFj.

Las operaciones elementales de columnas son:

Tipo 1. Intercambio de dos columnas: C; «—— Cj.

Tipo 2. Multiplicar una columna por un nimero no cero: C; — ¢ Cj.
Tipo 3. Sumar a una columna un multiplo de otra: C; — C; + ¢ Cj.

Ejemplo. Sea

1 2 3 4
A=| -1 03 2| eR¥>
2 2 0 -3
Entonces
1 2 3 4 2 2 0 =3
-1 0 3 2 F, «—— F; -1 0 3 21,
2 2 0 =3 1 2 3 4
1 2 3 4 1 2 3 4
-1 03 2| F,—3F|-309 6],
2 2 0 -3 2 2 -3
1 2 3 4 1 2 3 4
103 2| FB—FK+(-2)FKh|-10 3 2.0
2 2 0 =3 4 2 -6 -7
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Definicién. Una matriz elemental en R"*" es cualquier matriz que resulta
de realizar una sola operacion elemental de fila 6 una sola operacion elemental
de columna a 1,,.

Ejemplo. La matriz

=
Il
oo~
w— o

0
0 | e R®
1

es elemental, ya que
Ig F3 E— F3 + 3F2 E<>

Teorema 2.9. Sean A € R™*" c e R — {0} y Eq, Es, E3 tales que
L, Fi«— F; E,

Im E—>CE E27
I, F,— F,+cF, E,.

Entonces

3. A F,— F;+cF; EsA.

Demostracién. Ejercicio. ¢

Ejemplo. Si
1 2 2
A=1|3 1 2| eR¥>3
2 31
entonces
7 46 1 20
A Fy — F| +2F, 31 2|=]0101|A
2 31 0 3 1
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Donde

Ig F1 —>F1+2F2

OO =
W = N
— O O
<

2.5. Traspuesta y traza de una matriz

2.5.1. Traspuesta de una matriz

Definicién. 5@ A € R™*", se define la traspuesta de A como la matriz
AT ¢ R™™  tal que
(AT);; = Ay,

parat=1,...nyj=1,..m.

Ejemplo. Si

! 137
A=1|3 € R¥2 entonces AT = e R>3. O
y 25 9

NeRNG BN V)

Teorema 2.10. Sean A, B € R™*" y ¢ € R. Entonces
1. (AT = A.
2. (A+B)T = AT + BT.

3. (cA)T = cAT.

Demostracion. Ejercicio. ¢

Definiciones. Una matriz A € R™" es simétrica si AT = A y A es
antisimétrica si A = —AT.

2.5.2. Traza de una matriz

Definicién. Sea A € R™*". La diagonal principal de A es la diagonal de
A constituida por todos los elementos Aj;.
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Definicién. Sea A € R™". La traza de A se define como
tr(A) = Ay + -+ Ay,

Teorema 2.11. Sean A, B, P € R™" y c € R. Entonces

1. tr(A + B) = tr(A) + tr(B).

2. tr(cA) = c tr(A).

3. tr(AB) = tr(BA).

4. tr(A) = tr(AT).

5. tr(ATA)=a, + - +al, + - +ai + -+ al,.

Demostraciéon. Ejercicico. ¢

2.6. Determinante de una matriz

En esta seccion presentaremos las principales propiedades del determinante
de una matriz y aplicaremos esas propiedades en su calculo.

En esta seccién el simbolo J,, representard siempre al conjunto {1, ..., n}.

2.6.1. Permutaciones

Definicién. Una permutaciéon de J,, es una biyeccion o de J, en J,.

Una permutacion o de J, se acostumbra a representar por

7= (ot o) = o)
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o por la notacién méas compacta

c=(o1) o2 -~ oan)).

El conjunto de todas las permutaciones de J,, se denotara por S,,. No es dificil
probar que S, tiene exactamente n! elementos, donde n! = n(n—1)---(2)(1).

Definicién. Sea o = (o(1) 0(2) -+ o(n)) una permutacion de J,. Se define
el signo de o como + si el nimero minimo de intercambios de elementos
consecutivos que se le pueden realizar a la lista

o(1) a(2) --- a(n)

para convertirla en
12 --- n

es un numero par. En caso distinto o tiene signo —. Denotaremos el signo
de o por sgn(o).

Ejemplo. Hallemos el signo de cada permutacién en Ss.
Si oy = (1 2 3), entonces sgn(oy) = +
Si o9 = (1 3 2), entonces sgn(os) = —
Si o3 = (21 3), entonces sgn(os) = —
Si oy = (2 3 1), entonces sgn(oy) = +
Si o5 = (3 1 2), entonces sgn(os) = +
Si o6 = (3 2 1), entonces sgn(og) = —. O

2.6.2. Determinante de una matriz

Definicién. Sea A = [a;;] € R"*". Se define el determinante de A como

det(A) = Z SgN(0) A15(1)A20(2) * * * Uno(n)- (2.2)

O'ESn
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Ejemplo. Hallemos el determinante de A = [a;;] € R3*3,

Como signode (123),(231)y(312)es+ ysignode (132),(213) y
(32 1) es —. Entonces

det(A) = aj1a92a33 + 12023031 + a13a21a32

—@11023032 — (12021033 — A130A2203] -

En particular, si

I
N S
oo Ot DN
© o w

tenemos que
det(A) = (1)(5)(9) + (2)(6)(7) + (3)(4)(8) — (1)(6)(8) — (2)(4)(9)

—(3)(5)(7) = 45+84+96—48 —72—105 = 0. ¢

Teorema 2.12. Sea A € R"*" tal que A tiene una fila o una columna nula.
Entonces det(A) = 0.

Demostracion. Ejercicio. ¢

Definicién. Una matriz T = [t;;] € R™*™ es triangular superior si t;; = 0
siempre que © > j y es triangular inferior si t;; = 0 siempre que i < j.
T es triangular si es triangular superior o bien triangular inferior. T es
diagonal si es, al mismo tiempo, triangular superior e inferior. Una matriz

diagonal D = [d;;] € R™ " se representard algunas veces por el simbolo
diag(di1, .., dit), donde t es el minimo entre m y n.
Nétese que si A = [a;;] € R™™ y 0 € 5, entonces en la lista aisa), ...,

ane(n) hay exactamente un elemento de cada fila y cada columna de A. Este
hecho implica que el determinante de una matriz triangular n x n sea facil
de calcular.
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Teorema 2.13. Sea T € R™™" triangular. Entonces
i=1

Demostracion. Ejercicio. ¢

Como un caso especial tenemos, que por ser I, una matriz triangular,

det(I,)=1---1=1.
Ejemplo. Por ser triangular superior, el determinante de la matriz

-1
T = 0
0

O NN
= o

es igual a

(T)11(T)22(T)33 = (—1)(2)(4) = =8. ¢
Teorema 2.14. Sea A € R™". Entonces det(A) = det(AT).

Demostracién. Ejercicio. ¢

27

A continuacién dedicaremos un espacio a estudiar la relacion existente entre

el determinante de una matriz y las operaciones elementales de fila.

Teorema 2.15. Sean A, B € R"™" tales que A F; +— F; B. Entonces

det(A) = —det(B).

Demostracion. Ejercicio. ¢

Teorema 2.16. Sean A, B € R"™" tales que A F;, — cF; B para cierto

c € R. Entonces
det(B) = ¢ det(A).
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Demostracion. Ejercicio. ¢

Teorema 2.17. Sean A ¢ R"*"

,1,] € won}coni #j,c€RyA
F, — F; + cF; B. Entonces det(A) =

{1,
det(B).
Demostracion. Ejercicio. ¢
Veamos otras propiedades importantes del determinante.

Teorema 2.18. Sea A € R™*" tal que su fila i es igual a su fila 7. Entonces
det(A) = 0.

Demostraciéon. Ejercicio. ¢
Teorema 2.19. Sean A, B € R"*". Entonces
det(AB) = det(A) det(B).
Demostraciéon. Ejercicio. ¢
Una combinaciéon de los Teoremas 2.13, 2.15, 2.16 y 2.17, nos permitira cal-
cular el determinante de cualquier matriz de una manera bastante sencilla.

En el siguiente ejemplo damos una pequena muestra de este hecho.

Ejemplo. Calcule el determinante de la matriz

2 2 —6 ]
A=12 2 —4|.
3 4 —6 |
Por Teorema 2.16
2 2 —6 1 1 -3
det 2 2 —4 =2 det 2 2 —4 ,
34 6 | 3 4 6
por aplicacion reiterada del Teorema 2.17
1 1 -3 1 1 -3
det 2 2 —4 = det 00 2 ,
3 4 —6 01 3
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por Teorema 2.15

11 -3 11 -3
det 00 2 = —det 01 3
01 3 00 2
y por Teorema 2.13
11 -3
det 01 3 = (1)(1)(2)
00 2

Luego
det(A) = 2)(-1)(1)(1)(2) = =4. O

El resultado que presentaremos a continuacién nos muestra la linealidad del
determinante respecto a las filas de matrices.

Teorema 2.19. Sean A € R™™" y x1,Xg, ...,Xx € R" tales que
Ay, =x] +x0 4+ x].

Entonces

det(A) = det(| xI |)+ det(| xI [)+ -+ det(| xi |).

Demostracion. Ejercicio. ¢

Nétese que si A = [a;;] € R™™ tenemos
A, = aje] +apes + -+ ael.
Entonces, por Teorema 2.19,
[ A ] [ A [ Ag ]

det(A) = a; det(| el |)+ay det(| el |)+---+ay, det(| el |).
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Si A € R™™, el simbolo A(i/j) representara la matriz n — 1 x n — 1 que se
obtiene al eliminar de A la fila ¢ y la columna j.

El teorema que presentamos a continuacion nos proporciona 2n férmulas para
calcular el determinante de una matriz n X n.

Teorema 2.20. Sea A = [a;;] € R™". Entonces para i = 1,..,ny j =
1,...n

det(A) = ay (—1)"" det(A(i/1)) + - + as, (—1)" det(A(i/n)).

det(A) = ay; (1) det(A(1/5)) + -+ + an; (=1)" det(A(n/j)).

Demostracion. Ejercicio. ¢

2.7. Inversa de una matriz

Esta seccion esta dedicada al estudio de las principales propiedades de las
matrices invertibles, a determinar cuando una matriz es invertible y al calculo
de la nversa de matrices invertibles.

Definicién. Sea A € R™*™ una inversa a izquierda de A es una matriz
B € R™™™ tal que BA =1,,. una inversa a derecha de A es una matriz
C € R™™ tal que AC =1,,.

Teorema 2.21. Sea A € R™*™ con inversa a izquierda B e inversa a derecha

C. Entonces B = C.

Demostracion.

B = BI,, = B(AC) = (BA)C=1,C=C. {

Definicién. Una matriz A € R™ "™ es invertible si existe una matriz B €
R™"™ tal que AB =1, = BA. En tal caso B es una inversa de A.
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Teorema 2.22. Sea A € R™ " jnvertible. Entonces A tiene a lo mds una
muversa.

Demostracion. Supongamos que B y C son inversas de A, entonces en
particular B es inversa a izquierda de A y C es inversa a derecha de A,
luego por Teorema 2.21 B =C. ¢

Puesto que una matriz A € R™ " puede tener a lo méas una inversa, es
conveniente tener un simbolo para representar la inversa de A cuando exista,

el sfmbolo que usaremos serd A~!.

Ejemplo. La matriz invertible

2 4 6 1 —-16 14 -6
A=1|4 5 6 | tiene como inversa a A~ = 6 260 =22 12 | .9
3 1 =2 —11 10 -6

Teorema 2.23. Si A, B € R™" son tales que AB = I,,. Entonces B = A%,

Demostracion. Sea C = BA —1,, + B. Entonces
AC=ABA - AI, +AB=A-A+1,=1,.

Luego, C es también una inversa a derecha de A. Por Teorema 2.21 B = C,

por tanto
BA=C+1,-B=B+1,-B=1,

yasi, B=A"1 ¢

Teorema 2.24. Si A, B € R"™" son matrices invertibles, entonces AB es
también invertible.

Demostracién.
AB(B_IA_I) = A(BBfl)A_1 — AL A '=AA'=1,.
Ademas,

B'AHYAB=B 'A'AB=B ', B=B 'B=1,.
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Luego AB es invertible y (AB)"! =B 1AL {

El teorema que sigue da una condicion suficiente y necesaria para que una
matriz sea invertible.

Teorema 2.25. Sea A € R™ ™. Entonces A es invertible si, y solo si,
det(A) # 0 (o equivalentemente, A es no invertible si, y sélo si, det(A) = 0).

Demostracion. Ejercicio. ¢

Teorema 2.26. Sea A € R™™*" novertible. Entonces

det(A™1) = (det(A)) .

Demostraciéon. Ejercicio. ¢

Teorema 2.27. Toda matriz elemental es invertible. Aun mds, la inversa
de una matriz elemental es una matriz elemental del mismo tipo. Es decir,
si E es una matriz elemental de fila de tipo 1, entonces E~1 es una matriz
elemental de fila de tipo 1, etc.

Demostracion. Ejercicio. ¢

Teorema 2.28. Sea A € R™" tal que A tiene una columna nula. Entonces
A no es invertible.

Demostracién. Ejercicio. ¢

Teorema 2.29. Sea A € R™"™ una matriz invertible. Entonces A se puede
expresar como producto de matrices elementales fila.

Demostracién. Ejercicio. ¢
Teorema 2.30. Sea A € R"™ ™ wuna matriz no invertible. Entonces A se

puede expresar como producto de matrices elementales fila por una matriz
triangular.
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Demostracion. Ejercicio. ¢

Ejemplo. La matriz invertible

A=| -

LW = =
— O N

1
2
1

sedeja expresar como el producto EE;---E;Eg de matrices elementales,
donde

100 100 100
E;=|-110|,Ea=[010],Ez=[0 20
00 1 301 001
1 00 120 10 0
Es=|0 1 0|,Es=|010|,Eg=|01 0
0 -5 1 00 1 00 &
10 -2 100
E;=[01 0| yE=[0123].0
00 1 00 1

El Teorema 2.32 nos garantiza que si A € R™" es invertible, entonces existen
matrices elementales fila Eq, ..., E, tales que

A=E,---E,

Pero
A_:El...Ep : E;l"El_lA.:In

— Al'=E' - -E!

— A'=E'..-E',

Concluimos de lo anterior que A~! se puede hallar realizando a I,,, de manera
ordenada, las mismas operaciones elementales de fila que se le realizan a A
para convertirla en I,,.



34 CAPITULO 2. MATRICES

Ejemplo. Hallemos la inversa de la matriz invertible

100
A= -1 2 0
3 01
En efecto,
100100 100100
-1 20010 FE— F+ F 020110
301001 301001
100 100
F3—>F3—3F1 020 1 10
001 -3 01
1 1 00 1 00
F2_>§F2010§§0
001 -3 01
Asi,
1 00
At=| L ro]0
-3 0 1

2.8. Sistemas de ecuaciones lineales y matri-
ces

Un sistema de ecuaciones lineales con coeficientes en R

a11T1 + a19x9 + -+ - + a1 = bl
21T + A99T9 + -+ - + A9, X1 = bg
Um1T1 + AmaT2 + -+ Q1 = by,

se puede expresar de forma matricial como

Ax =D,
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donde

aix - Qip 1 by

A1 * - Qmn Tn bm
Teorema 2.31. Sea A € R™™. Entonces A es invertible (resp. no invertible)

si, y solo si, el sistema homogéneo de ecuaciones lineales Ax = 0 tiene solo
la solucidn trivial (resp. soluciones no triviales).

Demostracion. Ejercicio. ¢
Teorema 2.32. Sea A € R™"™. Entonces A es invertible (resp. no invertible)
st, y solo si, para todo b € R" el sistema de ecuaciones lineales Ax = b tiene

unica solucion (resp. infinitas soluciones o no tiene solucion).

Demostracion. Ejercicio. ¢

2.9. Ejercicios

1. Calcule
1 =2 3 2 =3 1
—4 5 —6 | + 0 3 =2
7 —8 9 -5 2 6

2. Construya un algoritmo para la suma de matrices m x n.

2 -3 4
3 { 1 0 =5 ] ’
4. Construya un algoritmo para la multiplicacién de un escalar por una matriz
m X n.

3. Calcule

5. Calcule
5 3 _3 -1 50 2
3 1 _5 3 -7 6 -1
6 0 2 —4
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6. Construya un algoritmo para la multiplicacion de una matriz m x n por
una matriz n X p.

7. Halle el signo de todas las permutaciones en Sj.

8. Construya un algoritmo para calcular el determinantes de una matriz n xn.
9. Utilice la férmula (2.2) para hallar el determinante de A = [a;;] € R**4.

10. Halle el determinante de la matriz

1 2 -1 3
2 -1 0 4
3 2 3 -1
2 0 1 5

utilizando la férmula obtenida en el Ejercicio 9 y después utilizando sélo los
Teoremas 2.13, 2.15, 2.16 y 2.17.

11. Calcule el determinante de las matrices

1 -1 3 12 3 ~1 37
2 50,45 6]/, 4 4 5
2 43 789 37 2

12 35

23 57

24 20

34 10

12. Sean A € R™" y ¢ € R. Demuestre que det(cA) = ¢" det(A).

13. Una matriz A € R™™" es una matriz de bloques si tiene la forma

Ay
A_ =
Ay
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cont > 1, A; € R"*"™ parat =1, ..., n, ny +ns+---+n; = n, las diagonales
principales de las A; estan sobre la diagonal principal de A y las componentes
de A que no estan en ninguna A; son cero. Cada A; se dice un bloque de
A. Demuestre que

det(A) = ﬁdet(Ai).

14. Si
3 6 7
A=10 2 0],
11 2
-2 5/2 7
verifique que A~ = 0 1/2 0
1 -3/2 -3
15. Halle la inversa de las matrices
1 2 3 4 34 -2 1
11 00 2 3 5 1
A=l93 1 9 y o B=1 04 70
0 2 0 3 -1 4 2 2

16. Demuestre que si A € R™*" es tal que tiene una fila nula, entonces A es
no invertible.

17. Demuestre que si A € R™" es invertible, entonces A~! es invertible y
que (A7)~

18. Sean ¢ € R— {0} y A € R™™ invertible. Demuestre que cA es invertible
y que (cA)™' =c 1AL

19. Halle A y B matrices invertibles en R3*3 tales que A+B no sea invertible.

20. Sean A € R™ " invertible y m un entero positivo. Demuestre que A™ es
invertible y que (A™)~! = (A~1)™.
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21. Sea A € R™ " invertible. Demuestre que AT es invertible y que

(AT)—I — (A_I)T.

22. Demuestre que la inversa de una matriz triangular superior (respecti-
vamente, triangular inferior o diagonal) n x n invertible, es una matriz del
mismo tipo.

23. Sean A, B € R™" matrices simétricas. Demuestre que A + B es también
simétrica.

24. Sean A, B € R™™" matrices simétricas. Demuestre que AB es simétrica

si, y s6lo si AB = BA.

25. Sea A € R™"™. Demuestre que si A es antisimétrica, entonces A; = 0
para toda i.

26. Sea A € R™". Demuestre que A + AT es simétrica y que A — AT es
antisimétrica. Demuestre ademas que A puede escribirse de manera tnica
como la suma de una matriz simétrica y una matriz antisimétrica.

27. Escriba la matriz

2 3 4
210
3 21
como la suma de una matriz simétrica y una matriz antisimétrica.

28. Sea A € R™". Demuestre que si A es antihermitiana, entonces A;; es
un nimero imaginario puro para toda 1.

29. Demuestre que no existen matrices A, B € R™*" tales que
AB -BA =1,.

Ayuda: piense en las trazas.
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30. Halle la traza de la matriz

1 2 -1
A=|2 -3 2
10 5

31. Sean A € R™" y P € R™" invertible. Demuestre que

tr(P"*AP) = tr(A).

32. Una matriz A € R™" es ortogonal si A es invertible y

AT = AL
Demuestre que las matrices
1 9 _9 3/5 4/5 0 0 0 0 1
1 4/5 =3/5 0 0
-2 =2 =2 |, y |0 =1 0
Sl 1 2 0 0 1 00
0 0 01

son ortogonales.

33. Sea A € R™". Demuestre que A es ortogonal si, y sélo si, AT es orto-
gonal.



Capitulo 3

Espacios vectoriales

En este capitulo se definiran y analizardn los espacios vectoriales y algunos
de los principales objetos matemaéticos relacionados con estos.

3.1. Espacios vectoriales

Definicién Un espacio vectorial sobre R consta de lo siguiente:
1. Un conjunto no vacio V' de objetos llamados vectores.

2. Una operacion llamada suma, que asigna a cada par de vectores X,y de
V' un vector x +y de V, llamado la suma de x y y tal que:

(o) x+y=y+x Vx,yeV.

b)x+(y+z)=x+y)+z Vx,y,z€V.

(¢) Eziste un inico vector 0 de V', llamado vector nulo, tal que x + 0 =
X para todo x € V.

(d) Para cada x € V', existe un unico vector —x € V, tal que x + (—x) = 0.

3. Una operacion, llamada multiplicacién por escalar, que asocia a cada
escalar ¢ € R y cada vector x € V' un vector ¢x € V, tal que:

(e) 1x = x para todo x € V.

(f) (c1ca)x = ¢1(cax) para todo ¢1,¢co € R y todo x € V.

(9) c(x+y)=cx+cy para toda ¢ € R y todas las x,y € V.

(h) (c1 + c2)x = c1X + ¢y para todas las ¢1,co € R y toda x € V.

40
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Notacion. Si V' es un espacio vectorial sobre R, algunas veces denotaremos
este hecho por gV.

Ejemplo. R" con las operaciones

+ o R" x R" — R"
1 Y1 r1+
S Y D :
y
R x R" — R"
T CIq
(c, ) —
T, cxy,

es un espacio vectorial sobre R. ¢

Ejemplo. R™*" con las operaciones

4+ RMXn o RMXn ., RmMXn
(A,B) — A+B

R x Rm*xn __, Rmxn
(c,A) +—— CcA

es un espacio vectorial.

Ejemplo. El conjunto, P,, de todos los polinomios en la variable z, con
coeficientes en R y grado menor o igual a n, es un espacio vectorial sobre
R con las operaciones: suma ordinaria de polinomios y producto por escalar
definido como

clap + a1z + -+ - + a,a™) = cag + carx + - - - + capx”

para toda ¢ € R y todo ag + a1x + - - - + a,x™ € P,.
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Ejemplo. Sea S un subconjuto no vacio de R. Si V' es el conjunto formado
por todas las funciones de S en R, entonces:
Si f,g € V se define f + g como

f+g : S — R
s — f(s)+g(s)

Si feVycéeRsedefine ¢f como

cf S — R

s — cf(s)
Entonces V' junto las operaciones

+ : VxV — %
(f,9) — f+yg

RxV — V
(¢, f) +— cf’

es un espacio vectorial.

3.2. Subespacios

Definicién. Sea W un subconjunto no vacio de un espacio vectorial V' sobre
R. Si W es también un espacio vectorial sobre R con la suma de vectores y
multiplicacion por escalar definidas en V' 1y restringidas a W, entonces W
es llamado un subespacio de V.

Teorema 3.1. Un subconjunto no vacio W de un espacio vectorial gV es un
subespacio de gV si, y solo si, para todo x,y € W y todo ¢ € R

cx+yeW.

Demostracion. Ejercicio. ¢

V' y {0} son subespacios de V. Estos subespacios son llamados los subes-
pacios triviales de V.
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Definicién. Sean rV un espacio vectorial y S un subconjunto no vacio de
V. Una combinacion lineal de los vectores de S es cualquier vector x € V'
que se deja expresar en la forma

X:CIX1+"'+CTXT,

donde los ¢; € R, los x; € S y r es un entero positivo. El conjunto de todas
las combinaciones lineales de elementos de S se denotard por gen(S).

Teorema 3.2. Sean gV un espacio vectorial y S un subconjunto no vacio de
V. Entonces gen(S) es un subespacio de V.

Demostracion. Ejercicio. ¢
gen(.S) es llamado el subespacio generado por S.

Definicién. Sean U, W subespacios de un espacio vectorial gV. La suma de
los subespacios U y W es el conjunto

U+W={x+y:xe€UyyeW}.

Teorema 3.3. Sean U, W subespacios de un espacio vectorial gV . Entonces
U+w

es un subespacio de V.
Demostracion. Ejercicio. ¢
La unién de subespacios no es siempre un subespacio.

Teorema 3.4. Sean X = {x1,....,x,} y Y = {y1,...,yt} subconjuntos de un
espacio vectorial rV. Entonces

gen(X UY) = gen(X) + gen(Y).

Demostracion. Ejercicio. ¢
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3.3. Independencia lineal

Definicién. Un conjunto de vectores S = {xi,...,X,} de un espacio vecto-
rial gV es linealmente independiente cuando la unica solucion para los
escalares a; en la ecuacion homogénea

ax;+---+ax, =0

es la solucion trivial a; = --- = a, = 0. 51 S no es linealmente independiente
se dira linealmente dependiente.

Ejemplo. El conjunto

1 1 0
1],/0f,]0 c R?
1 0 1

es linealmente independiente.

Ejemplo. El conjunto
1 1 5
21,1071],]6 c R3
1 2 7

es linealmente dependiente.

Teorema 3.5. Sea S = {x1,...,X,.} un conjunto linealmente independiente
en un espacio vectorial gV. Entonces todo subconjunto no wvacio de S es
también linealmente independiente.

Demostracion. Ejercicio. ¢

Teorema 3.6. Sea S = {xy,...,Xx,.} un conjunto de un espacio vectorial gV .
St S contiene un subconjunto linealmente dependiente, entonces S es también
linealmente dependiente.

Demostracion. Ejercicio. ¢
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Teorema 3.7. Sean S = {x1,...,X,} un conjunto linealmente independiente
en un espacio vectorial gV y x € V — gen(S). Entonces S U {x} es un
conjunto linealmente independiente de V.

Demostracion. Ejercicio. ¢

Teorema 3.8. Sean S = {x, ..., X, } un subconjunto de un espacio vectorial
rV. S es linealmente independiente si, y solo si, cada vector de gen(S) se
deja escribir de manera unica, salvo orden, como una conbinacion lineal de
vactores de S.

Demostracion. Ejercicio. ¢
Teorema 3.9. Sea S = {x1,...,x,} un subconjunto de un espacio vectorial

rV . Entonces S es linealmente dependiente si, y solo si, algun vector de S
es combinacion lineal del resto de vectores de S.

Demostracion. Ejercicio. ¢

3.4. Bases y dimensién

3.4.1. Bases y dimension

Definicién. Un subconjunto B de un espacio vectorial gV es una base para
V si gen(B) =V y B es linealmente independiente.

Teorema 3.10. Sea [ = {x1,...,X,} una base de un espacio vectorial gV'.
Entonces cualquier conjunto con mas de n vectores es linealmente dependien-
te.

Demostracion. Ejercicio. ¢

Teorema 3.11. Sea f = {xi,...,X,} una base de un espacio vectorial gV.
Entonces cualquier conjunto con menos de n vectores no genera a V.
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Demostracion. Ejercicio. ¢

Teorema 3.12. Si un espacio vectorial gV tiene una base con n vectores,
entonces toda base de V tiene esa misma cantidad de vectores.

Demostracion. Ejercicio. ¢

Definiciones. Un espacio vectorial gV se dice de dimension finita si tiene
una base constituida por un niumero finito de vectores. La dimension de
V', denotada por dim(V'), es el nimero de vectores de una base de V. La
dimension del espacio vectorial {0}, se define como cero. Un espacio vectorial

que no tiene una base finita se dice que es de dimensién infinita.

Teorema 3.13. Sea gV un espacio vectorial con dim(V') = n. Entonces:

1. Clualquier conjunto linealmente independiente en V' tiene a lo mds n vec-
tores.

2. Cual quier subconjunto de V' que genere a V tiene al menos n elementos.

3. Cualquier subconjunto linealmente independiente de V' con n elementos es
una base de V.

4. Cualquier subconjunto de V' que tenga n elementos y genere a V' es una

base de V.

5. Cualquier subconjunto linealmente independiente de V' puede ser extendido
a una base de V.

6. Cualquier subconjunto de V que genere a V puede ser reducido a una base
de V.

Demostracion. Ejercicio. ¢

Teorema 3.14. Sean rV wun espacio vectorian de dimension n y W un
subespacio de V. Entonces dim(W) < dim(V) y dim(W) = dim(V) si, y
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solo si, W =V.

Demostracion. Ejercicio. ¢

3.4.2. Vectores de coordenadas

Definicién. Sean 8 = {x1, ..., x,} una base ordenada de un espacio vectorial
) Y
rV y x € V. Los coeficientes a; en la expresion

X =a1X1+ -+ apXy,
son llamados coordenadas de x respecto a 3. Ademdas, el vector

a1
[X]ﬂ =1 : € R"

Qn

es llamado el vector de coordenadas de x respecto a (5.

Teorema 3.15. Sean 5 = {xi,...,X,} una base ordenada de un espacio
vectorial gV, x,y € V y c € R. Entonces

[ex + y]g = C[X]g + [Y]g-

Demostracion Ejercicio. ¢

Teorema 3.16. Sean 3 = {x1,...,X,} una base ordenada de un espacio vec-
torial gV y yi1, ..., yi vectores de V. Entonces {y1,...,y:} es linealmente

independiente en V' si, y sdlo si, {[yl]ﬂ yees [yt]ﬁ} es linealmente indepen-
diente en R™.

Demostracion. Ejercicio. ¢

Teorema 3.17. Sean (1 = {xX1,...,Xxp} y Po = {y1, .., ¥n} bases de un espacio
vectorial gV . Entonces la matriz invertible

P [ ] 5
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es la unica matriz que tiene la propiedad
P [x]; = [x]s vx e V.
Ademds, P~ es la unica matriz con la propiedad

P! ] 5, = [Xlg, VxeV.

Demostracion. Ejercicio. ¢

Definicién. La matriz P en el Teorema 3.17 se conoce como la matriz de
cambio de la base (; a la base (.

Teorema 3.18. Sean B = {x1,....x.}, Oo = {y1,--»¥Yu} v B3 = {Z1, ..., Zn}
bases para un espacio vectorial gV . Si P es la matriz de cambio de base de
Gr a By Q es la matriz de cambio de base de (5 a (33, entonces QP es la
matriz de cambio de base de (1 a (3.

Demostracion. Ejercicio. ¢

3.5. Espacios vectoriales y matrices

En esta seccion presentaremos algunos resultados fundamentales que relacio-
nan las matrices con los espacios vectoriales.

3.5.1. Los cuatro subespacios fundamentales

Teorema - definicién 3.19. Sea A € R™*". Entonces
R(A) ={Ax:x e R"}

es un subespacio de R™. Este subespacio se denomina el espacio columna
de A. El espacio fila de A es el espacio columna de AT. Naturalmente, el
espacio fila de A se denotard por R(AT).

Demostracion Ejercicio. ¢
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Teorema 3.20. Sean A, B € R™*". Entonces:

1. R(A) = R(B) si, y sdlo si, B se puede obtener al realizar un nimero
finito de operaciones elementales de columna a A.

2. R(AT) = R(BT) si, y sdlo si, B se puede obtener al realizar un nimero
finito de operaciones elementales de fila a A.

Demostracion Ejercicio. ¢

Teorema - Definicidén 3.21. Sea A € R™ ™. Entonces
N(A)={xeR": Ax =0}

es un subespacio de R™. FEste subespacio se conoce como el espacio nulo de
A y N(AT) es llamado el espacio nulo izquierdo de A. La nulidad de
A es la dimension del espacio nulo de A.

Demostracién. Ejercicio. ¢
Teorema 3.22. Sean A,B € R™*". Entonces:

1. N(A) = N(B) si, y sdlo si, B se puede obtener al realizar un nimero
finito de operaciones elementales de fila a A.

2. N(AT) = N(BT) si, y sélo si, B se puede obtener al realizar un nimero
finito de operaciones elementales de columna a A.

Demostracion Ejercicio. ¢

3.5.2. Rango de una matriz

Definicién. Sea A € R™*". El rango de A se define como

rk(A) = dim(gen {A.q, ..., A, }) = dim(R(A)).



50 CAPITULO 3. ESPACIOS VECTORIALES
Ejemplo.

rk( )=2.9

— N =
= O W
e )
N Ot =

Teorema 3.23. Sea A € R™". Entonces A es invertible si, y solo si,
rk(A) = n.

Demostracion. Ejercicio. ¢
Teorema 3.24. Sea A € R™*". Entonces tk(A) = rk(AT)
Demostracion. Ejercicio. ¢

Del Teorema anterior y de la definicion de rango de una matriz podemos
concluir que: si A € R™*" entonces

rk(A) = dim(gen{A.q, ..., A,,}) = dim(gen {A]}, ..., AT }).

Notese que los subespacios en cuestion tienen la misma dimensiéon, pero el
primero es subespacio de R™ y el segundo de R™.

Teorema 3.25. Sea A € R™ ™. Entonces tk(A) < min{m,n}.
Demostracion. Ejercicio. ¢

Teorema 3.26. Sean A € R™*" B € R"*P. Entonces

rk(AB) < rk(A).

Demostracion. Ejercicio. ¢

Teorema 3.27. Sean A € R"™*" y P € R™*" invertible. Entonces

rk(A) = rk(PA).
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Demostracion. Ejercicio. ¢

Teorema 3.28. Sean A € R™*" y P € R™*™ jnvertible. Entonces
rk(A) = rk(AP).

Demostracion. Ejercicio. ¢

Teorema 3.29. Sean A € R™*" P € R™ "™ invertible y Q € R™" inver-
tible. Entonces

rk(A) = rk(PAQ).
Demostracion. Ejercicio. ¢

Teorema 3.30. Sean A € R™" con rk(A) = r > 0. Entonces existen
matrices B € R™*" y L € R™"™ ambas de rango r tales que

A =BL

Demostracion. Supongamos que las columnas iy, ..., i, de A forman un
conjunto linealmente independiente, entonces una matriz E € R™"™ que se
obtiene al reordenar las filas de I,, de tal manera que tenga como primeras
filas a (I,,)iy, .., (In)s es tal que AE tiene las mismas columnas de A, con
la seguridad de que las primeras r columnas de AE forman un conjunto
linealmente independiente. Sea

B=[A.,, - A,]eR™

entonces las columnas r + 1, ..., n de AE son combinaciones lineales de las
columnas de B, por esto existen a,1, ..., a, en R" tales que

(AE)*T+1 = Bar_i_l, ey (AE)*n = Ban
Luego
AE =[Be; --- Be, Ba,;; - Ba,| =Ble; -+ e, a,41 -+ a,]

y por tanto A = BL,donde L =[e; --- e, a,;; --- a,] E~! € R™". Nétese
que 1k(B) =1k(L) =r. ¢



52 CAPITULO 3. ESPACIOS VECTORIALES

3.6. Ejercicios

1. Demuestre que

1 1 1 1
gen 2 |, o, -21,]4 = R3.
1 -1 1 3

1 —1 0 3
—1 0, of,|-11],]-2
2 3 5 2

-3 1 1
—1 1
15 |7 -1 |’ 1
6 0 0
estan en
—1 2 1
gen 3 -1 -8
5|7 01’ 5
2 1 3
4. Exprese el vector general
x
Yy
z

como combinacién lineal de los vectores
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5. Demuestre que el espacio de los polinomios de grado menor que 3 en la
variable x y coeficientes en R esta generado por

{2, 3+, 2—27}

y también por
{1, 2+ 22, 1 —z+2% 2—2°},

pero no por
{1+z, z+2°}.

6. Demuestre que si el conjunto {x1, X2, X3} es linealmente independiente en
un espacio vectorial gV. Entonces {x; + X2, X2 + X3,X1 + X3} es también un
conjunto linealmente independiente.

7. Demuestre que el conjunto

1 1 1 1
21,1 of.,|-21,]4
1 ~1 1 3

es linealmente dependiente en R3.

8. Demuestre que el conjuto
S = {1, 242z, 1 —x+ 22 2—:B2}

es linealmente dependiente y determine los subconjuntos de S con 3 elementos
que sean linealmente independientes.

9. Determine cudles de las siguientes matrices no pueden escribirse como
combinacion lineal de las demas.

ER RN RN

10. Sea A € R™"™, Demuestre que A es invertible si, y sélo si, las columnas
de A forman un conjunto linealmente independiente.

11. Sean P € R™ ™ invertible y {x, ..., X;} un conjunto linealmente indepen-
diente en R™. Demuestre que {Px, ..., Px;} es linealmente independiente en
R™.



Capitulo 4

Transformaciones lineales

En este capitulo introduciremos las transformaciones lineales, que es un ti-
po especial de funciones entre espacios vectoriales. Mediante estas funciones
podemos decidir si dos espacios vectoriales comparten ciertas propiedades
algebraicas.

4.1. Transformaciones lineales

Definicién. Sean V y W espacios vectoriales sobre R. Una transformacién
lineal de V en W es una funcion de V-en W tal que

T(ex+y) = cT'(x) +T(y)
para todos los vectores de y todo escalar de R.

Ejemplos. Sean V' y W espacios vectoriales sobre R. Entonces las siguientes
son transformaciones lineales

T 'V — V

X — X
T 'V — W
X — 0

Estas transformaciones son llamadas transformacién identidad y trans-
formacién cero, respectivamente.

o4
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Ejemplos. Sea A € R™*". Entonces

T : R — R™
x — Ax

es una transformacién lineal. §

Teorema 4.1. Sean V., W espacios vectoriales sobre R y T de V en W una
transformacion lineal. Entonces:

Demostracion. Ejercicio. ¢

Definicién. Si T : U — V y S : V. — W son transformaciones lineales,
entonces la composicion de S con T es la funcion SoT : U — W definida
por

(SoT)(x)=S5(T(x)) VxeU.

Teorema 4.2. Sean U, V,W espacios vectoriales sobre R y T : U — V y
S V. — W transformaciones lineales. Entonces SoT : U — W es una
transformacion lineal.

Demostracion. Ejercicio. ¢

Teorema 4.3. Sean V, W espacios vectoriales sobre R y T de V en W una
transformacion lineal. Entonces:

1. Im(T') es un subespacio de W. La dimension de Im(T') se acostumbra a
llamar rango de T (rango (T)).

2. {x €V :T(x) =0} es un subespacio de V. Este subespacio es llamado
el espacio nulo de T y su dimension se conoce como la nulidad de T
(nulidad (7).
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Demostracion. Ejercicio. ¢

Teorema 4.4. Sean V un espacio vectorial de dimension finita sobre R, W
un espacio vectorial sobre R, {xy, ..., x,} una base de V y y1, ..., y, vectores
de W. Entonces existe una unica transformacion lineal T de V' en W tal que

T(x;) =y; para toda i.

Demostracion. Ejercicio. ¢

Ejemplo. La tnica transformacién lineal 7' de R? en R? tal que

2 1 1
2 3 4
7(| 0 >=[ ],T< 2 >={_ }yﬂ 1 >=[ ]
0 2 0 1 9 4
es
T R3 — R2
v rT+y+=z
Z — [m—y+2z]'<>

Teorema 4.5. Sean V un espacio vectorial de dimension finita sobre R, W
un espacio vectorial sobre R y T una transformacion lineal de V' en W.
Entonces

rango (71') + nulidad (7") = dim(V).

Demostracion. Ejercicio. ¢

Teorema 4.6. Sean V,W un espacios vectoriales sobre R y T" una transfor-
macion lineal de V en W. Entonces T es sobreyectiva si, y solo si, existe
una base de W contenida en Im(T).

Demostraciéon. Ejercicio. ¢
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Teorema 4.7. Sean V., W espacios vectoriales sobre R y T una transforma-

cion lineal de V en W. Entonces T es inyectiva si, y solo si, el espacio nulo
de T es {0}.

Demostracion. Ejercicio. ¢

Definicién. Sean VW espacios vectoriales sobre R y T de V en W una
transformacion lineal. Entonces T es un isomorfismo si T' es biyectiva. En
tal caso se dice que V es isomorfo a W o que V y W son isomorfos.

Teorema 4.8. Sean V,W espacios vectoriales de dimension finita sobre R y
T un isomorfismo de V en W. Entomces:

1. 81 {x1,....,x,} es un conjunto linealmente independiente de V', entonces
{T(x1),...,T(x,)} es un conjunto linealmente independiente de W.

2. Si {x1,...,x,} genera a V, entonces {T'(x1),...,T(x,)} genera a W.

3. Si {x1,...,X,} es una base de V', entonces {T'(x1),...,T(x,)} es una base
de W.

Demostracion. Ejercicio. ¢

Teorema 4.9. Todo espacio vectorial V sobre R de dimension n es isomorfo
a R™

Demostraciéon. Ejercicio. ¢

Teorema 4.10. Sean V' un espacio vectorial de dimension n sobre R, W un
espacio vectorial de dimension m sobre R, § = {x1, ...,x, } una base ordenada
de V', ' una base ordenada de W y T una transformacion lineal de V en
W. Entonces

A= |[Tx)lg - [T(xn)lg
es la unica matriz de R™™ tal que

A [x]; = [T'(x)]5 para todo x € V.
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Esta matriz se llama la matriz que representa a T respecto a las bases
ordendas 3 y 7.

Demostracion. Ejercicio. ¢

Algunas veces, la matriz que representa a una trasformacion lineal T" respecto
a las base 3 y (' se denota por [T]B%B‘ Con esta notacion, la expresion
A [x]; = [T'(x)] se convierte en

Ty xls =[T(x)]s-

Ejemplo. Consideremos las bases

fr={1,1-2,1-2°1-2"

_ 111 111 11 1
o = 1 1 11’1 1o0|’|1 00}
111 110 100
000’000’0000

de R?*3 y hallemos la matriz que representa a la transformacién lineal

dePg,

T Py — R
Qo 0 CL1:|

ap + a1x + asx® + asr® —
a9 0 as

respecto de las bases 31 y (2. En efecto,

Lo 01:>[T(1)]52:[0 0000 1]

T(l):[o 0 0

T(l—x)—{(l) 8 _H:>[T(1—x)]52_[0 00 -111]"
T(l—xz):{_i 8 8}:[7’(1—3;2)}@:[0 0 -1 10 1]
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10 0

T(1—2%) = {O 0 _1]=> [T(1=2%)],,

Luego, la matriz que representa a T" respecto de las bases 31 y (2 es

Nétese que si p(z) = ag + a17 + asx? + azx

Alp(e)lg, =

_ o O o oo

_ = -0 O O
|

— O~ P~k OO

_ o oo~

_ o O O oo

_ -0 O O
|
— O = OO

3

a0+...

_ o o o

, entonces

+ as

as
—as
a2

a; — a2
—ay
Qo

59

=[-1 1000 1]".

Teorema 4.11. Sean U,V y W espacios vectoriales de dimension finita sobre
R con base (3,5 y (3", respectivamente. Sean T : U — V y S :V — W

transformaciones lineales. Entonces

[S o) T]ﬁ"<—ﬁ = I:S]/B/Q_/B/ [T]ﬁl‘_ﬁ .

Demostraciéon. Ejercicio. ¢

Teorema 4.12. Sea V' un espacio vectorial de dimension finita sobre R con

bases By B y sea T :V — V una transformacion lineal. Entonces

7]

donde P es la matriz de cambio de la base 3 a la base (3.

Demostracion. Ejercicio. ¢

g—p

=P T]

P

pe—B"
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4.2. Ejercicios

1. Determine si

T R — R3
T l1+z+y
Y — 3r + 2z
z 5—2y—=z

es una transformacion lineal.

2. Halle una transformacién lineal de R* a R? que tenga como espacio nulo a

gen

O =N
o W

3. Encuentre una transformacién lineal de R? en R? que tenga como imagen

2 1
gen -1 |, 1
0 1
4. Sean
1 3 2
A= { 0 2 -1 ]
y

T : RP — R?
x — Ax’

Halle el espacio nulo, nulidad, imagen y rango de T.
5. Halle un isomorfismo de R?>*? en R* y otro de R* en R**2

6. Sean gV un espacio vectorial de dimension n y ( una base de gV. De-
muestre que
T :'V — R”

X — [X]B
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es un isomorfismo. Esto demuestra el Teorema 4.9.

7.Sea A € R™"™. Demuestre que A es invertible si, y sélo si la transformacién
lineal
T : R — R"

x — Ax

es biyectiva.

8. Sean V un espacio vectorial sobre R de dimensién finita, § una base de
V', W un espacio vectorial sobre R y T una transformacion lineal de V' en
W. Demuestre que T es la transformacién cero si, y sélo si, T'(x) = 0 para
todo x de 3.



Capitulo 5

Ortogonalidad

El principal objetivo de este capitulo es el estudio de los espacios vectoriales
reales en los que tiene sentido hablar de longitud de un vector y dngulo entre
vectores. Se hara esto mediante el estudio de ciertas funciones conocidas como
productos interiores.

5.1. Espacios con productos interiores

Definicién. Un producto interior en un espacio vectorial V sobre R es
una funcion que asigna a cada par de vectores X,y de V un escalar (x,y) € R
de tal modo que para cualesquier X,y,z de V y todos los escalares ¢ € R se
tiene que:

1. (x,x) > 0y (x,x) =0 s1, y solo si, x =0.

2. (x,cy) = c(x,y).

9. (x,y +2) = (x,y) + (x,2).

4. (xy) = (y,x%).

Debe observarse que las condiciones 2, 3 y 4 implican que

(ex+y,z) =c(x,z) + (y,z).

62
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Definicién. Un espacio con producto interior es un espacio vectorial
sobre R junto con un producto interior definido en ese espacio.

Un espacio vectorial real con producto interior y dimensién finita es un es-
pacio euclidiano.

Ejemplo. En R" existe un producto interior llamado producto interior
canonico o producto punto. Esta definido para

I hn
x=| i |,y=| i | enR"

como
<X7 Y>2 =T1Y1+ -+ TplYn-

Ejemplo. Si A € R™" es invertible, entonces
(x,y) =x"AT Ay
es un producto interior en R". Este es llamado el A—producto interior.

Ejemplo.
(A,B) = tr(ATB)

es un producto interior en R™*" y R™*". Este es el producto interior
canénico de matrices. Notese que se reducen al productor interior canénico
en R™ cuando n = 1.

5.2. Espacios normados

Definicién. Una norma en un espacio vectorial V sobre R es una funcion
|l*|| de V' en R que satisface las siguientes condiciones para todo x,y € V' y
todo c € R :

1. ]|x]| > 0y ||x]| =0 si, y sdlo si, x = 0.

2. lex|l = fef lIx[-
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3 x+yll < [l + [yl

Definicién. Un espacio normado es un espacio vectorial sobre R junto
con una norma definida en ese espacio.

Ejemplo. Si para cada x = [z;] € R™ definimos
1
xlly = (21 4 -+ a7) * = v,
Entonces [|*||, es una norma en R".
Mas atn, tenemos el siguiente resultado, en forma de ejemplo, que es una

fuente rica que nos ilustra acerca de la gran variedad de normas que se pueden
definir en R"

Ejemplo. Sea p > 1. Si para cada x = [z;] € R™ definimos

3=

I, = (" -+ [zl 7
Entonces %[/, es una norma en R". Esta norma es llamada la p-norma de
R™. ¢
Ejemplo. Si para cada x = [z;] € R™ definimos
Il = max]z] .

Entonces [[*||_, es una norma en R". ¢

Definiciones. Sean V' un espacio vectorial normado y x,y € V. La longi-
tud de x es ||x||, y la distancia entre x e y es

d(x,y) = [lx = yll,-

Ejemplo. Hallemos la longitud de x y la distancia entre x y y, donde

—1 3
X = 2 y y= 1
4 -5
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Por definicién de longitud y distancia tenemos:

1
x|y = i = /(=12 + (2 + (4)? = V21,
y
—1
d(x,y) = 2 | —

- VEIPFIPFOP =20

Teorema 5.1. (Desigualdad de Cauchy-Bunyakovskii-Schwarz). Sea
V' un espacio vectorial sobre R con producto interior (x,x*). Entonces

I(x,y)| < V&, x)\V(y,y) para todo x,y € V.

Demostracion. Ejercicio. ¢

Teorema 5.2. (Desigualdad triangular). Sea V' un espacio vectorial sobre
R con producto interior (x,x). Entonces

VE+y, x+y) < V(%) +/(x,x) para todo x,y € V.

Demostracién. Ejercicio. ¢

Teorema 5.3. Sean V sobre R un espacio con producto interior (x,*). En-
tonces

I« : V — R
X — A /(x,x)
es una norma en V. Esta norma es la norma en V inducida por el
producto interior (x,x).

Demostracion. Ejercicio. ¢
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Definicién. Sean x,y vectores no nulos de un espacio vectorial V sobre R
con producto interior (x,x). El angulo 6 entre los vectores x e y se definde

como
0 — COS_I( <X7Y> )
1| Iyl /~

donde ||x|| es la norma en inducida por (x,*).

Cuando hablemos de angulo entre vectores de R™ sélo consideraremos el
producto interior (x,*), y la norma [|*|],.

Al realizar los calculos para hallar el angulo entre dos vectores, asegtrese de
que su calculadora esté en modo radianes.

Ejemplo. Hallemos el angulo entre los vectores

B

0 = cost [ XY ) _ e <[§H_H>
(HX||2HYHQ) H[Q} [—I]

3
= cos! (_—11> ~ cos™1(—0,431455497)
V13v/52 7

2,0169 radianes ~ 115,6 grados. ¢

En efecto,

2 2

Q

Teorema 5.4. (Identidad del paralelogramo). Para una norma ||*|| en
un espacio vectorial V' sobre R, existe un pruducto interior (x,*) en V tal
que ||x||> = (x,x) para todo x € V si, y sdlo si, la identidad del parale-
logramo

I+ I+ [ = wII* = 2 (IIx[l”* + Iy 1)

se cumple para todo x,y € V.
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Demostracion. Ejercicio. ¢

Teorema 5.5. Sean U € R"*" ortogonal y u una columna de U. Entonces

[ufl, = 1.

Demostracidn.

U'U=1, = uvu=1 = (u,u),=1

2
= ;=1 = [ul,=10

Teorema 5.6. Sean U € R™™ ortogonal y x € R™. Entonces [|[Ux||, = ||x]|,.

Demostracion.
|Ux|> = (Ux , Ux), = (Ux)T Ux = x"UTUx = xTx = ||x]||3.

Luego [[Ux]|, = [jxl,- ¢

5.3. Vectores ortogonales

Definiciones. Sean x y y wvectores de un espacio vectorial V' con producto
interior (x,*). Entonces x es ortogonal a y si (x,y) = 0; como esto implica
que 'y es ortogonal a X, a menudo sélo diremos que X y 'y son ortogonales.
S1 S es un conjunto de vectores de V', se dice que S es un conjunto orto-
gonal siempre que todos los pares de vectores distintos de S sean ortogonales.
Un conjunto ortonormal es un conjunto ortogonal S con la propiedad
adicional de que ||x|| =1 para todo x € S.

Teorema 5.7. Todo conjunto ortogonal de vectores no nulos es linealmente
independiente.

Demostracion. Ejercicio. ¢
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Teorema 5.8. Si un vector x es combinacion lineal de un conjuto ortogonal
de vectores no nulos {xy,...,X,}, entonces x es igual a la combinacidn lineal
particular

X, X X, X,
fex) (o)

n-

- 2 2
%] %l

Demostracion. Ejercicio. ¢

Teorema 5.9. (Proceso de ortogonalizacién Gram-Schmidt) Sean V
un espacio con producto interior (x, %) y [ = {X1,...,X,} una base de V. Si
|I%|| es la norma en V inducida por (x,x). Entonces ' = {y1,...,yn} €s una
base de ortogonal de V', donde

(Xj,¥;-1)

X,y .
(x5, 1) >yj,1) para j = 2,...,n.

' . ! ! (<Y17}’1> ! <yj*17yj71

Demostracion. Ejercicio. ¢

Teorema 5.10. Todo espacio con producto interior de dimension finita tiene
una base ortonormal.

Demostracion. Ejercicio. ¢

Definicién. Sean W wun subespacio de un espacio vectorial con producto
interior V oy x € V. Una mejor aproximacion a x por vectores de W es
un vector ' y € W tal que

[x =yl < [lx—wl|
para todo w € W.

Teorema 5.11. Sean W un subespacio de un espacio con producto interior
V yxeV. Entonces:

1. Un vector y € W es una mejor aprorimacion a X, por vectores de W si,
y solo si, x —y es ortogonal a todo vector de W.
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2. Si existe una mejor aprorimacion a X por vectores de W es unica.

3. St W es de dimension finita y {X1,...,Xp} es cualquier base ortogonal de
W, entonces el vector

X, X X, Xy
—Mxl_‘__{_gxn
1%l

es la inica mejor aprorimacion a x por vectores de W.

- 2
%]

Demostracion. Ejercicio. ¢

Definicién. Siempre que exista el vector y del que se habla en el Teorema
5.11 se le llamard la proyeccion ortogonal de x sobre W.

Definicién. Sean V un espacio con producto interior y S un subconjunto no
vacio de V. El complemento ortogonal de S es el conjunto S* de todos
los vectores de V' ortogonales a todo vector de S. Si W y U son subespacios
de V', y cada vector de W es ortogonal a cada vector de U, entonces W y
U son subespacios ortogonales. Si W y U son subespacios ortogonales,
denotaremos tal hecho por W _1LU.

Teorema 5.12. Sea W un subespacio de un espacio vectorial dimension
finita con producto interior V. Entonces

V=WaWw

La expresion W @& W+ significa que cada vector de V se deja escribir de
manera unica, salvo conmutatividad, como la suma de un vector en W con
otro de W+ y que W N W+ es igual a vacio.

Demostracion. Ejercicio. ¢

5.4. Ejercicios

1. Calcule (x,y), si



70 CAPITULO 5. ORTOGONALIDAD

2.Calcule (x,y), si

1 1
x=|2|,y=] —1
2 2

-1
X = 2
3
4.Calcule ||x||, para
2
x= |2
3

5. Sean x,y € R". Demuestre que

2 2 2 2
1%+l + lIx = ylly = 20l + [ly[l2)-

6. Halle una base ortonormal para R* a partir de la base

3 1 1 0
0 3 0 1
1{7 1017217160
0 1 1 2
7. Halle la proyeccién ortogonal de
1
x=| —1
2
sobre
1 0
W = gen 11,11
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8. Halle W+ si

W = gen

— W =
— = O O

9. Sean U € R™ " ortogonal y x, y € R”. Demuestre que

(x,y),=0 <= (Ux,Uy),=0.

10. Demuestre que A € R™*" satisface ATA = AAT si, y sélo si,
lAx], = [[Ax],
para todo x € R".
11. Sea U € R™" tal que para todo x € R"
1Ox(|, = [Ixll, -

Demuestre que U es ortogonal.



Capitulo 6

Valores y Vectores Propios

En este capitulo presentaremos los conceptos basicos de wvalor propio, vec-
tor propio, espacio propio y espectro de una matriz. Ademas, presentaremos
algunos de los resultados mas relevantes relacionados con tales conceptos.

Debido a que en un estudio de los valores y vectores propios es imposible no
hablar de nimeros complejos, debemos hacer algunas observaciones respecto
a la terminologia que utilizaremos en este capitulo. La palabra escalar se
utilizarda para referirnos a un nimero que puede ser real o complejo. Un
vector n x 1 serd una matriz n X 1 cuyas componentes pueden ser nimeros
reales o complejos.

6.1. Valores y Vectores Propios

Definicién. Sea A € R™*"™. Un escalar A es un valor propio de A si existe
un vector n X 1 x # 0 tal que Ax = Ix. Ahora, si Ax = Ax con x # 0,
entonces X es un vector propio de A asociado al valor propio .

Ejemplo. —2 es un valor propio de la matriz

2 0 1
A=| 5 -1 2 |,
-3 2 —5/4
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ya que
2 0 1 1 —2 1
5 -1 2 3| =1]-6|=-2 3
-3 2 -=5/4 —4 8 —4
1
Ademas, 3 | es un vector propio de A asociado al valor propio —2. ¢
—4

Teorema 6.1. Sea A € R™ ™. Entonces ningun vector propio de A puede
estar asociado a valores propios distintos de A.

Demostracion. Si suponemos que X es un vector propio de A asociado a
valores propios distintos A;, A; de A, entonces (A\; — A;) # 0y

(A —Aj)x = x—A\jx=Ax—-Ax =0.

Luego
(>\2 — )\j)_1<)\i — )\j)X = ()\z — /\j)_lO — x =0,

lo cual es absurdo. Por tanto, ningiin vector propio de A puede estar asociado
a valores propios distintos de A. ¢

Definicién. Sea A € R™™", el espectro de A es

o(A) = {\ escalar : X es un valor propio de A} .

El simbolo R [z] denotard al conjunto de los polinomios en la variable z y
coeficientes en R. La evaluacidn de un polinomio p(z) = ag+ ayz + - - - + az’
de R[z] en una matriz A € R™*" es la matriz

p(A) = aol, + a1 A + - + a; A,

donde A? para todo i = 2, ..., t es el producto usual de matrices de A con
sigo misma ¢ veces.

Ejemplo. Sean
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y p(x) = 1 — 3z + 222. Entonces
10 1 -1 1 —171 -1
p(A)zl{Ol]—?){1 2]+2[1 2}_1 2]
U P e S B I [ -2 -3 o
o1 -3 -6 6 6] | 3 1]

Teorema 6.2. Sean A € R"*" p(z) € R[z], A € 0(A) y x un vector propio
de A asociado a A. Entonces p(A) € o(p(A)) y x es un vector propio de
p(A) asociado a p(N).

Demostracién. Supongamos que p(z) = ag + ayx + - - - + a;x*, entonces
p(A)x = apx + a1 Ax + - - + a;A'x,

pero

Alx = A7TAx = AT D x = MV Ix = - = Vx
para todo 5 = 1,....,t. Luego

p(A)x = apx+aAx+---+a\'x

= (ap+aA+--+aX)x=pA)x. O

6.2. Subespacios Propios
Teorema 6.3. Sean A € R™™"™ y X un valor propio de A. Entonces
Ea(M\) = {x vectores n x 1 : Ax = \x}

es un subespacio del espacio de los vectores nx1 sobre los niimeros complejos.

Demostracién. Claramente A0 = A0, por tanto 0 € Ea(\). Ahora, si x,
y € Ea(\) v ¢ escalar, entonces

Alcx+y)=cAx+ Ay =cIx+ \y = Mcex +y),

por tanto (cx +y) € Ea(\). Luego Ea()\) es un subespacio de los vectores
n X 1 sobre los numeros complejos. ¢
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Noétese que Ea () es igual a {0} unido con el conjunto formado por todos
los vectores propios de A asociados al valor propio A. Ademas, por Teorema
6.1 se tiene que si A;, A; son valores propios distintos de A, entonces

Ea(Xi) NEa(};) ={0}.
Definicién. FEl subespacio Ea(\) se denomina subespacio propio de A

asociado al valor propio \. Ademds, la dimension de Ea(N), dim(Ea (M), se
llama la multiplicidad geométrica del valor propio \ de A.

De la definicién de vector propio, es claro que Ea (A) tiene al menos un vector
no nulo, por tanto

dim(R"™) = n > dim(Ex()\)) > 1.

6.3. Matrices Invertibles y Valores Propios

Teorema 6.4. Sea A € R™". Entonces A = 0 es un valor propio de A si, y
solo si, A es no invertible.

Demostracion. Ejercicio. ¢

Teorema 6.5. Sea A € R"*". Entonces A es invertible si, y solo si, ningin
valor propio de A es cero.

Demostraciéon. Este resultado es equivalente al Teorema 6.4. {

Teorema 6.6. Sea A € R™"™ una matriz invertible. Entonces X\ es un valor
propio de A si, y solo si, \™t es un valor propio de A~t. Ain mds, x es un
vector propio de A asociado a X si, y sélo si, x es un vector propio de A~!
asociado a N\~

Demostracion. Puesto que A es invertible, ninguno de sus valores propios
es cero. Luego, un escalar A es un valor propio de A y x es un vector propio
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de A asociado a A
= Ax = \x

— A TAx=A"1)x

<= A lx = )\"1x

si, y sélo si, A7! es un valor propio de A™! y x es un vector propio de A~}
asociado a A7 L ¢

6.4. Producto de matrices y Valores Propios

Teorema 6.7. Sean A, B € R™™". Entonces

o(AB) = o(BA).
Demostracion. Ejercicio. ¢

6.5. Localizacion de Valores Propios

Existen muchos teoremas que dan informacién acerca de la localizacion en el
plano complejo de los valores propios de una matriz. El mas famoso de ellos
es el Teorema de Gershgorin, el cual constituye el centro de esta pequena
seccion.

Definicién. Sea A € R™*". El radio espectral de A es el numero real no
negativo
rad(A) = max {|\| : A € o(A)}.

|A| significa médulo de X si X es complejo o valor absoluto de A si \ es real.

El radio espectral de una matriz A € R™"™ es justamente el radio del disco

cerrado mas pequeno centrado en el origen del plano complejo que contiene
a todos los valores propios de A.

Definicién. Sea A € R™*". Los n discos de Gershgorin de A son:

D, = {z escalar : |z — ay,| <R, (A)} p=1,..,n.
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Donde
R, (A) = |ap |+ + |ap(p71)‘ + |ap(p+1)‘ + o apn] -

La region del plano complejo formada por la union de esos n discos serd lla-
mada regién de Gershgorin y denotada por G(A).

Teorema 6.8. (De Gershgorin). Sea A € R"*". Entonces o(A) estd con-
tenido en G(A).

Demostracion. Ejercicio. ¢

6.6. Calculo de Valores Propios

Teorema 6.9. Sea A € R™". Entonces A es un valor propio de A si, y solo
si, det(AL, — A) = 0.

Demostracién.

A valor propiode A <= dx#0:Ax=Xx
— dx#0:(A\[,-A)x=0
<= (AL, — A) es no invertible

< det(A\I,—A)=0.0
Definicién. Sea A € R™*". El polinomio caracteristico de A es el poli-
nomio de R [z] dado por
Pa(z) = det(zI, — A).
La expresion Pa(x) = 0 se llama ecuacién caracteristica de A.

Segiun Teorema 6.9, A es un valor propio de A € R™ " si, y sélo si, A es
solucién de la ecuacion caracteristica de A. Esto tltimo equivale a que A es
una raiz de P4 (z).
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Ejemplo. Hallemos el polinomio caracteristico y los valores propios de

A_:

N QS
co Ot N
O© O W

En efecto,
Pa(z) = det(zl; — A) = det -4 -5 —6

= 23— 1522 — 18z.

Una simple inspeccion visual muestra que A\; = 0 es una raiz de Pa(x). Con
esa informacién es facil probar (con ayuda de la Formula General Cuadrdtica)
que las otras raices de Pa(z) son A = £ — 3/33 y A3 = 3/33 + 8. Asf,
o(A) = {0. % — 335, SV + 2}, 0

Por lo general, es dificil o imposible hallar las raices de P (x). Sin embargo, si
P A (z) tiene coeficientes enteros, algunas veces es ttil un resultado de Algebra
elemental que dice: si p(x) es un polinomio con coeficientes enteros, entonces
toda raiz entera de p(z) divide al término independiente de este.

Ejemplo. Hallemos los valores propios de una matriz A que tiene como
polinomio caracteristico a

Pa(z) = 2° + 22° — 3z — 6.

Si Pa(z) tiene una raiz entera, esa raiz debe ser un divisor del término
constante. Los divisores de 6 son: +1, +2, £3, £6. Si sustituimos x = —2 en
Pa(z) se obtiene cero. De tal hecho podemos deducir que —2 es una raiz de
Pa(z) y que z + 2 divide exactamente a Pa(z). Con ayuda de la Férmula
General Cuadratica encontramos que

Pa(z) = (z +2)(x — V3)(z +V3).

Luego los valores propios de A son —2, V3 y 3.0
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Definicién. Sea A es un valor propio de A € R™*". El niumero de veces que
se repita A como raiz de Pa(x) es la multiplicidad algebraica del valor
propio A de A.

Ejemplo. La matriz

1 0 000
0 -2 000
A=|1 0 -5 6 0
1 0 -3 40
0 0 00 2

cuyo polinomio caracteristico es
Pa(z) = 2°—72°+22* + 122 -8
= (z+2)*(z —1)*(z - 2),

tiene como valores propios A\; = —2 con multiplicidad algebraica 2, Ay = 1
con multiplicidad algebraica 2 y A3 = 2 con multiplicidad algebraica 1. ¢

Teorema 6.10. Sea A € R™™". Entonces Pa(zx) es un polinomio de grado
n. Ademds, si

PA(2) = ap2™ + ap_ 12" + Gp_ox™ 2+ -+ a12 + ay,
entonces a, =1, a,—1 = —tr(A) y ag = (—1)" det(A).
Demostracion. Ejercicio. ¢
Teorema 6.11. Sean A € R™"™ y Aq,..., A\, los valores propios de A. En-

tonces
det(A) =X X, y  tr(A) =M+ A

Demostracion. Ejercicio. ¢

Teorema 6.12. Sea A € R™*". Entonces A y AT tienen los mismos valores
propios con las mismas multiplicidades algebraicas correspondientes.
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Demostracién. Bastara probar que Pa(z) = Par(x). En efecto,
Pa(z) = det(zI, — A) = det((zI, — A)T)

= det(zl, — AT) = Par(z). O

6.7. Calculo de Vectores Propios

Teorema 6.13. Sean A € R™™ y X\ un valor propio de A. Entonces x es
un vector propio de A asociado a X\ si, y solo si, X es una solucion no trivial
del sistema homogéneo de ecuaciones lineales (AL, — A)y = 0.

Demostracién. x es solucién no trivial del sistema (AL, — A)y = 0, si, y
sélosi, x 20y (AL, — A)x=0si, y sélosi, x #0 y Ax = \x. {

Presentamos a continuacién algunos ejemplos que ilustran la forma como se
pueden hallar valores propios y vectores propios.

Ejemplo. Hallemos los valores propios y los espacios propios de la matriz

2 —12
a-7]

Solucion. La ecuacidon caracteristica de A es

. r — 2 12 ) . .
det(zI, — A) = det({ 1 x—|—5}>_3} +3z4+2=(z+1)(z+2)=0,
de donde se obtiene que Ay = —1 y Ay = —2 son los valores propios de

A. Para determinar los vectores propios correspondientes se resuelven los
sistemas homogéneos (A I — A)x =0y (AIs — A)x = 0: para \; = —1, la
matriz de coeficientes es

~1-2 12 —3 12
(_1)12_A_{ ~1 —1+5]_{—1 4]’

que se reduce por filas a
1 —4
0 0 |’
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Por consiguiente, 1 — 4x5 = 0. Se concluye que todo vector propio de A
asociado a A\; = —1 es de la forma

. I i 41]2 o 4
=|nl-[%]==]i] o
4 . .
Luego Ea (A1) = gen { [ 1 } } Para \y = —2, la matriz de coeficientes es

2-2 12 41
(_2)12_‘6‘:{ -1 —2+5}:{—1 3}’

ki

Por consiguiente, 1 — 3x5 = 0. Luego todo vector propio de A asociado a
A = —2 es de la forma

e []- ) -o[ 2]

Luego Ea(As) = gen { { ’ ] } o

que se reduce por filas a

Ejemplo. Hallemos los valores propios y los espacios propios de la matriz

A:

S O N
S N =
N OO

Solucion. La ecuacidon caracteristica de A es

r—2 -1 0
det(zI, — A) = det 0 z—2 0 =(z—-2)°=0.
0 0 x-2

Por tanto, Ay = 2 es el tnico valor propio de A. Ahora,

0
QIg—A: O
0



82 CAPITULO 6. VALORES Y VECTORES PROPIOS

implica que en la solucién del sistema homogéneo (2I3 — A)z = 0 tiene que
xo = 0 y las variables xq, x3 estan libres. Luego todo vector propio de A
asociado a A\; = 2 es de la forma

Z1 Ty 1 0
X = i) = 0 =T 0 + T3 0
x3 xs3 0 1
1 0
Luego Ea (A1) = gen 0,10 O
0 1

Solucion. La ecuacidon caracteristica de A es

r—1 0 0 0
0 r—1 =5 10
—1 0 r—2 0
-1 0 0 r—3

det(zIl, — A) = det

= (x—1)*z—-2)(z—3)=0.

Asi los valores propios de A son Ay = 1, Ay = 2 y A3 = 3. Una base para el
espacio propio de A\; = 1 se encuentra como sigue:

00 0 O
0 0 =5 10
WL=A=1_1 5 1 o
-1 0 0 =2
y se reduce a la matriz
100 2
001 =2
000 O
000 O
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Lo cual implica que z; + 2x4 = 0, x3 — 224 = 0 y x9 esta libre. Asi, todo
vector propio de A asociado a A\; = 1 es de la forma

Ty —2x4 0 —2

| T2 Ty | 1 0

=l | T 2w | T o | T 2

T4 T4 0 1
0 —2
Luego Ea(Ar) = gen{ | 0
uego 1) = g€ 0 ) 2
0 1

Para Ay =2 y A3 = 3, se sigue el mismo patrén para obtener

0 0

5 -5

Ea(A2) = gen 1 y que Ea(A3) = gen 0 -0
0 1

6.8. Independencia lineal y vectores propios

Teorema 6.14. Sean Ay, ..., A\, valores propios distintos de A € R™™. St para
cada i € {1, ..., 7} S; es un conjunto linealmente independiente de vectores
propios de A asociados a \;, entonces S = S1U---US,. es todavia un conjunto
linealmente independiente.

Demostracion. Ejercicio. ¢

Teorema 6.15. Sea A € R™™"™ y \; un valor propio de A. Entonces

multiplicidad geométrica de \; < multiplicidad algebraica de \;.

Demostracion. Ejercicio. ¢

6.9. Valores propios de algunas matrices es-
peciales
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Teorema 6.16. Los valores propios de una matriz simétrica son reales.
Demostracion. Ejercicio. ¢

Teorema 6.17. Sean U € R™ "™ ortogonal y A es un valor propio de U.
Entonces |\ = 1.

Demostracion. Sea x un vector propio de U asociado al valor propio A,
entonces

Ixlly = 110x(ly = [[Ax[ly = Al 1%, -
Luego |A] =1. O

Teorema 6.18. Sea U € R™*™ ortogonal. Entonces

|det(U)| = 1.
Demostracién. Si Ay, ..., A, son los valores propios de U (algunos \; pueden
ser iguales), entonces por Teorema 6.11, det(U) = Ay -+ A\, y como |\ =1

para i =1, ..., n, entonces

det(U)[ = [Ar - Al = [\ | Aa] =1 1=1.0

Teorema 6.19. Sea A € R™" es tal que AAT = AT A, entonces para todo
valor propio A de A, se tiene que

Ea(\) = Ear()).

Demostraciéon. Ejercicio. ¢

Teorema 6.20. Sean A € R™™ es tal que AAT = ATA y )\, Aj valores
propios distintos de A. Entonces Ex(N\;) LEa ().

Demostracién. Ejercicio. ¢
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6.10. Semejanza de Matrices

Definicién. Sean A, B € R™ ™. Decimos que A es semejante a B, si
existe P € R™™"™ invertible tal que

A =P 'BP.

Demostracion. Ejercicio. ¢

Teorema 6.21. (Lema de Schur). Toda matriz A € R"*" es semejante a
una matriz triangular superior.

Demostracion. Ejercicio. ¢
Teorema 6.22. Sean A, B € R"". Si A y B son semejantes, entonces
A y B tienen el mismo polinomio caracteristico, y por consiguiente los mis-

mos valores propios con las mismas multiplicicades algebraicas respectivas, el
mismo determinante y la misma traza.

Demostraciéon. Como A y B son semejantes, existe P € R"*" invertible
tal que A = P7!BP, luego

Pa(z) = det(zI, — A) = det(z1, — P~'BP)
= det(P~'2I,P — P7'BP) = det(P~!(zI, — B)P)

= det(P™!) det(xI, — B) det(P) = det(zI, — B) = Pg(z). O

Teorema 6.23. Sean A, B € R™*" semejantes con A = P"'BP. Entonces
para todo X € o(A) se tiene que

EB()\) = {PX X € EA(/\)}

Demostracion. Ejercicio. ¢
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Teorema 6.24. Sean A, B € R™" semejantes, entonces para todo A € o(A)
se tiene que dim(Ea(N)) = dim(Eg(A)).

Demostracion. Ejercicio. ¢

Definicién. Una matriz A € R™" es diagonalizable si es semejante a
una matriz diagonal.

Ejemplo. La matriz

3 =1 0
A=|-1 2 -1
0o -1 3

es diagonalizable, ya que la matriz

1 1 1
P=|12 0 -1
1 -1 1
es invertible y
1/6 2/6 1/6 3 -1 0 11 1
P AP = 3/6 0/6 —3/6 -1 2 -1 2 0 -1
2/6 —=2/6  2/6 0o -1 3 1 -1 1

= diag(1,3,4).0

Teorema 6.25. Sea A € R™ " tal que A tiene n valores propios distintos,
entonces A es diagonalizable.

Demostraciéon. Ejercicio. ¢

Teorema 6.26. Sean A € R™"™ y A\, ..., A\x los valores propios distintos de
A, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. A es diagonalizable.
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2. Existe una base para los vectores n X 1 formada por vectores propios de

A.

3. para it =1, ..., k dim(EA(\;)) es igual a la multiplicidad algebraica, m;, de
A; como valor propio de A.

Demostracion. Ejercicio. ¢

6.11. Ejercicios

1. Halle el espectro de una matriz diagonal de R™*"™.

2. Sean A,.B € R™*" (n > 2). Demuestre que:
(a) € o(A) y u € o(B)noimplica A+ p € o(A + B).
(b) A € 0(A) y p € 0(B) no implica Ay € o(AB).

3. Sean A € R™" y s € {1, ..., n} un numero fijo. Demuestre que si a;; = 0
parai =1, .., s—1,s4+1, ..., n, entonces azs es valor propio de A.

4. Sea A € R™". Demuestre que si A € o(A), entonces \* € o(A*) para
todo k entero positivo.

5. Sea A € R™™ tal que la suma de los elementos de cada fila de A es c.
Pruebe que ¢ € o(A).

6. Una matriz A € R™*" es idempotente si A2 = A. Demuestre que

o(A) C {0,1}.

7. Una matriz A € R™" es unipotente si A2 = I,,. Demuestre que

o(A) C {1, -1}.

8. Una matriz A € R™ " es nilpotente si A¥ = 0 para algtin entero positivo
k. Demuestre que o(A) = {0}.
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9. Halle los discos de Gershgorin para la matriz

—1 0 1/4
A=|1/4 1 1/4
1 1 3

10. Demuestre, sin calcularlos, que los valores propios de la matriz

N — O

2
)
1

= O =

satisfacen la desigualdad 1 < |A| < 9.

11. Demuestre que las partes imaginarias de los valores propios de la matriz

3 1/3 2/3
1 -4 0
1/2 1/2 -1

estan situadas en el intervalo [—1, 1].

12. Verifique que p(z) = x* — 22% — 112% + 24 es el polinomio caracteristico
de la matriz

1 -1 3 2
0 -1 40
0 1 11
2 1 31

13. Halle todos los valores propios y bases para los espacios propios de la
matriz

-3 2 2
A = 1 1 -1
0 -2 3

Ayuda: x = [ 111 }T es un vector propio de A.
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14. Halle todos los valores propios y bases para los espacios propios de la
matriz

-1 2 0
A= 4 0 =2
0 -2 -1

Ayuda: 3 es un valor propio de A.

15. Demuestre que el polinomio caracteristico de la matriz nula [resp. iden-
tidad] de R™ ™ es x™ [resp. (x — 1)"], y por tanto su unico valor propio es
A =0 [resp. A = 1] con multiplicidad algebraica n.

16. Demuestre que los valores propios de una matriz triangular son los ele-
mentos de su diagonal principal.

17. Si
18 2 12
A=|-4 9 -6,
-3 -2 3

compruebe que Pa (z) = 2% — 3022 + 2752 — 750 y o(A) = {5, 10, 15}.

18.Demuestre que si A € R"" y g(A) = {\, ..., A\, }, entonces para todo
ceRo(cA) ={c\, ..., A}

19. Sean A € R™" y ¢ € R. Demuestre que
EA<)\) = ECA(C)\) Ve O'(A)

20. Demuestre que existen matrices no nulas en R™*™ cuyo polinomio carac-
teristico es x".

21. Sean A € R X\ € 0(A) y r € RT. Demuestre que existe x € Ex())
tal que ||x[|, = .

22.Si A, BeR"™™ n>1y Pa(x) =Pg(z). Demuestre que A y B no son
necesariamente semejantes.
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23. Sean Dy, Dy € R™™ matrices diagonales. Demuestre que son semejantes
si, y solo si, tienen los mismos polinomios caracteristicos.

24. Demuestre que matrices semejantes tienen igual rango.
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